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CONFERENCIA 1






SOBRE SERIES DE POTENCIES
DE DUES VARIABLES

Agraeixo vivament a la Facultat de Ciéncies de Ila
Universitat de Barcelona i a I'Institut d’Estudis Catalans,
la invitacié cordial que m’han adregat per donar, una altra
vegada, alguna conferéncia a la Universitat de Barcelona,
on tants col-legues egregis m’honoren amb llur amistat.
Particulars regraciaments al benvolgut Prof. A. Torroja
i al Prof. E. Terradas, esperit ample i ecléctic que do-
mina Ja Matematica amb la mateixa agilitat amb que
tracta els problemes técnics d’Enginyeria i que ha volgut,
gentilment, assumir la tasca de recollir aquestes meves
conferéncies.

INTRODUCCIO

Algunes de les particulars contribucions meves a la
teoria foren objecte d’estudi i investigaci6 en el temps
de la meva permanéncia a Barcelona, amb ocasié6 del
curs donat la primavera del 1929. Circumstancia sem-
blant contribueix a fer créixer els vincles d’interés i
d’afecte que em lliguen als estudiosos d’aquesta terra,
que conserva amb la d’Itilia una singular semblanga
topografica 1 popular.

En aquesta primera conferéncia m’ocuparé de les
séries de poténcies com a element primordial i basic de
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I'estudi de les funcions analitiques de dues variables
complexes,

En la teoria general apareixen algunes propietats
com a generalitzacié de les ja conegudes en el cas d’una
variable independent, perd sovintegen fets nous i pro-
pietats insospitades que obliguen a la conviccié de ne-
cessitar un estudi directe, una analisi nova. Analisi les
conseqiiéncies i resultats de la qual s6n sumament im-
portants, no solament per llur valor tedric, siné també
per llur contribucié al desenvolupament de la geometria
algébrica, a la resolucié de problemes de la mecanica
ondulatdria i a I’estudi de les funcionals analitiques.

I. Noci6 DE RADIS ASSOCIATS DE CONVERGENCIA

Siguin les variables (x,¥), on x =x; +1x,, ¥y =,
+ 1y4 els valors de x;, x,, ¥, ¥, sOn reals. Consideri’s
la série doble

F(5,9) = 2 y"

en qué a,, és un nombre complex. Dos nombres reals
7,5, No negatius, constitueixen una parelia de radis de
convergénciq associats quan per a
|| <7, ly]| <s la série és absolutament convergent,!
1 per a

|2 |> 7, |y |>sla série no és absolutament convergent.

1. Per a una teoria elemental de les stries dobles es poden con-
sultar les meves Lezions di Analisi (Bolonya, Zauichelli, 1933).
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Existeix entre ambdés nombres una relacié : cadascun
d’aquests dos nombres és funcié univoca, mondtona (no
creixent) de I'altre. Del concepte de limit superior d’'un
conjunt de nombres reals es dedueix immediatament que

min

lim\/ | Gy | ™ S* =1

(Lemaire, 1896). Anteriorment (1887) Biermann hagué
d’introduir un radi de convergéncia restringit que cor-
respon a 7 =s, la qual cosa apareix com una extensid
del teorema de Cauchy-Hadamard per a les séries de po-
téncies d’'una variable.

2. TEOREMA DE FABRY-FABER-HARTOGS.

En els primers anys d’aquest segle (19oz a 1905)
s’havia descobert que fent p =log. r, ¢ =log. s, la corba
que relaciona g amb ¢ és tal, que 1’area del triangle for-
mat per tres punts de la dita corba, descrit en el sentit
o1 < 05 < pg, M0 €5 positiva. I, reciprocament, aquesta
condicié és suficient perqué existeixi una série doble de
poténcies, de la qual » i s siguin radis associats de
convergéncia.

3. REPRESENTACIO GEOMETRICA.

Convé utilitzar 1'espai de quatre dimensions S,. Una
relacié lineal com ax + by + ¢ =o defineix el que
s’anomena un pla caracieristic. Correspon, evidentment,
a dues relacions lineals en x,, %,, ¥, y, que defineixen
espais lineals de tres dimensions (hiperplans) que es ta-
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llen segons aquell pla. Existeixen en S, oot plans
caracteristics, mentre la totalitat dels plans de S, é oc®.

Tota relacié analftica entre x,y representa una su-
perficie caracteristica (Levi-Civita, 1905). Tota superficie
caracteristica és analitica, és a dir, les coordenades de
Ilurs punts s6n funcions analitiques reals de dos para-
metres. Es clar que no tota superficie analitica de S,
és caracteristica. Per aixé la denominaci6 de superficie
caracteristica és preferible a la de superficie analitica,
que fins ara empraven els autors francesos i alemanys.

Els plans tangents a una superficie caracteristica
sén caracteristics, i aquesta propietat és peculiar d’aitals
superficies.

Si el camp en qué una funcié de variables complexes
es troba definida s’estén indefinidament, per a precisar
la fais6 de comportar-se la funcié a linfinit convé
transformar l’espai, de la manera com, en el cas d’una

. .- ., b¢
variable, s’utilitza la transformacié 2’'= - Aquesta

transformaci6 és lineal (homografica); i és biunivoca
sense excepcid, si com a corresponent del valor zero es
pren el valor oo. Aixé implica considerar com a idéntics,
o sigui com un sol punt, tots els oo! punts del pla métrico-
projectiu, en el qual es distendeix la variable complexa z.
Un pla en el qual tots els punts de l'infinit s’imaginen
com un sol é homeomorf a una superficie esférica
(de la qual es pot obtenir per projeccié estereografica).
La superficie esférica és, doncs, la imatge real (la su-
perficie de Riemann) de la recta projectiva complexa.

’

. . 1
En el cas de dues variables, la transformacié z'= ~

, I . . . .
y =7, que seria espontani de considerar per estudiar

Yinfinit, no és lineal, siné quadratica. Aquesta i altres
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transformacions semblants donen lloc a inconvenients que
moltes vegades he tingut ocasié6 d’assenyalar. Arribem
a la conclusié que la manera més senzilla i natural d’es-
tudiar el comportament d'una funcié analitica de dues
variables a l'infinit és col-locar-se en el punt de vista
projectiu. Aixd equival a usar sempre transformacions
homografiques sobre les x,y per a portar l'infinit al
finit. Aixi no s’altera la naturalesa de les eventuals
singularitats que la funci6 estudiada presenta a l’infinit.

La varietat que ve a generalitzar 1'esfera és la de
C. Segre (1892), de sisé ordre i quatre dimensions V§ en
I’espai real de vuit dimensions.! Es la varietat algébrica
d’ordre minim sobre la qual pot realitzar-se la repre-
sentaci6 homeomorfa del pla projectiu complex (varietat
riemanniana del pla projectiu complex) com a camp de
variabilitat de x, y; varietat que, en el seu tipus el-liptic,
conté un sistema oot de plans imaginaris i llurs conjugats:
per tot punt de la V: passa un pla de 'un i un pla de I'al-
tre sistema, i cada parella déna, per intersecci6, un punt
real de V¢ en correspondéncia, biunivoca sense excepcions
i continua, amb els punts del pla projectiu complex : tota
transformacié homografica d’aquest en ell mateix es
tradueix en una transformacié de V: en ella mateixa,
subordinada a una homografia de S;.

La V§ pot elegir-se finita transformant homografi-
cament S,, de faisé6 que I’hiperpla a l’intinit no la talli.
En la correspondéncia entre els punts del pla = projectiu
complex en %, y i els punts de ’espai real euclidia S, de
coordenades x,, x4, ¥;, ¥2, €S Dota que, mentre en = hi ha
oo’ punts a l'infinit, ’espai ¥ impropi de S, en té oc®.
La dificultat es resol considerant en ¥ la congruéncia K

1. Es pot consultar sobre aquesta qiiestié un treball de B. Segre
a la Revista matematica hispano-americana (1928).
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de rectes reals que tallen a dues rectes fixes de X,
imaginaries conjugades i que no es tallen, que tenen
per equacions a linfinit x; +14x, =0, x —ixy, =o;
¥y, +14y; =0, y,— 1y, =0, i que s6n dues generatrius
del mateix sistema de la quadrica x} +x2 +4} + 92 = o,
que és labsolut de S,. A cada pla caracteristic cor-
respon com a recta de linfinit una recta de K. Les
directrius de la congruéncia K assenyalen en cada pla
caracteristic llurs punts ciclics. De la circumstiancia de
trobar-se en dues rectes guerxes es dedueix que no es
pot invertir l'orientacié dels plans caracteristics amb
un moviment continu de S,, conservant-se plans carac-
teristics. Degut a ésser caracteristics els plans tangents
a una superficie caracteristica, tampoc no poden inter-
canviar-se les cares d’aquesta superficie per variacié con-
tinua, conservant el caracter de superficie caracteristica.

4. CAMP TOTAL DE CONVERGENCIA D’'UNA SERIE DOBLE.

En les séries de poténcies d’'una variable el camp de
convergéncia és circular. Es presenta obviament la
qiiestié de com sera el camp de convergéncia de les séries
dobles. 1, encara, com a preliminar, cal establir qué
anomenarem convergéncia en un camp. Punt (x,y) de
convergéncia serd un sistema de valors, ambdés no nuls,
de x, y tals que la série doble sigui absolutament con-
vergent; és a dir, un punt interior a un dels infinits
bicilindres (Carathéodory) definits per una parella qual-
sevol de radis associats. El camp total sera el conjunt
dels punts de convergéncia i llurs punts d’acumulacié.

La condicié de convergéncia absoluta, equivalent a
ésser acotat el conjunt dels termes de la série doble en
els punts interiors al camp, entranya la covariancia de
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la série i el camp per transformacions lineals i enteres
de les variables x,y (Behnke, Severi), cosa que no pas-
saria amb una convergéncia no absoluta. Aixo estableix
una primera diferéncia essencial respecte a les séries de
poténcies d’una variable, per a les quals el camp total
de convergéncia (cercle de convergéncia) pot definir-se
com el conjunt de punts on la série és convergent (no
cal que ho sigui absolutament) i de llurs punts d’acu-
mujacid, i resulta aixi covariant de la série respecte a
les transformacions lineals enteres de la variable.

Tot bicilindre de S, és una quadricella, és a dir,
els seus elements poden correspondre homeomorficament
a una. hiperesfera de S,;. El contorn d'un bicilindre
consta dels punts imatges de les parelles que s’obtenen
associant els punts de cadascuna de les circumferéncies
de radi 7, s, amb els de I’altre cercle. El contorn format
per ambdues varietats oo® és una varietat tancada,
simple, de tres dimensions, homeomorfa al contorn d’una
hiperesfera. La connexi6 d’ambdés trossos es fa per
mitja de la superficie 2} + 22 =72, ¥} + y2 = s*, situada
en l’esmentat contorn; és una superficie homeomorfa a
un tor circular, i s’anomena tor circular de S, de centre
en l’'origen i radis » i s. Per cada punt de S, passa un
tor circular que es redueix a una circumferéncia si x = o
6y=o0,1a lorigen si x =y =o.

El camp de convergéncia ho és de generacié en el
sentit de Weiserstrass, i pot donar lloc a la perllongacié
analitica i definicié6 de la funci6é i el seu camp d’exis-
téncia E. En tot punt interior P del camp de conver-
géncia T la funcié és mondgena en el sentit de Cauchy i
desenrotllable en série en un bicilindre de centre P,
contingut en I'i definit per una parella de radis associats;
aquest bicilindre pot eixir del camp I'i extendre I' dins E.
Quan la perllongacié és impossible, s’ateny un punt

2
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singular. En el contorn de tot bicilindre de conver-
géncia hi ha algun punt singular. E! més proper a l'o-
rigen defineix la hiperesfera de convergéncia de radi
comprés entre R i R\/2, essent R el radi restringit de
Biermann.

La série é derivable en I': també ho sén totes les
seves derivades, peré en aquestes el camp és igual o més
gran que I.  Aix¢ constitueix una altra diferéncia notable
respecte a les séries de poténcies d'una variable.

Definit aixi I' i establertes les seves propietats més
elementals, es presenta la qiiesti6 de quina és la seva
forma. Amb aquest fi, convé establir i recordar algunes
definicions. ’

Cos o camp circular és tot camp de quatre dimen-
sions en S, proveit d’un centre O tal, que tot pla carac-
teristic que passa per O talla el cos segons cercles de
centre O (Carathéodory, 1926). Si O és l'origen i el camp
és convex i ve tallat pels plans caracteristics x = const.
y =const. en cercles amb centres situats en els plans
¥y =0, x = 0, s'anomena cos 0 camp de Reinhardt (1921).

La hiperesfera i el bicilindre sén cossos circulars.
Els camps circulars poden caracteritzar-se, d’'una manera
més general, per la propietat d’ésser invariants respecte
al grup continu oo! de transformacions

¥=xeb Yy =ye

essent 0 real. Les trajectdries sén circumferéncies si-
tuades en els plans caracteristics que passen per 0. Els
camps quadridimensionals circulars, invariants respecte
al grup oo x'==xe", y =yeit (6 1 § reals) sén ano-
menats esferoides per Severi. Les trajectories d’aquest
grup sén tors circulars de centre O.

El camp total de convergéncia I' d’una série doble
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de poténcies de x,y (0 de x — x4, ¥y —7y,) € un esfe-
roide de centre O (x =y =0) (o bé de centre x,, y,).
Vegem-ne la demostraci6 passant per alt els detalls.
Siguin 7, s dos radis associats i sigui f(r, s) = o la corba
que els relaciona. Podem imaginar-la sobre el pla #;, y;
de S,, que representa els valors reals de x,y. Aquesta
corba estd situada en el quadrant positiu dels eixos 1
determina, amb els segments dels eixos que tenen O per
origen, un triangle mixtilini T. Dic que l'esferoide E,
Hoc dels oc? tors circulars que passen pels punts d’aquest
triangle (esferoide que té per contorn el lloc dels o<
tors circulars corresponents als punts de f(r, s) = o)
coincideix amb el camp total de convergéncia de la série
donada. En efecte; prenent un punt P(x,,y,) de T no
situat sobre la linia f =o, la semirecta O P troba la
linia en un punt 7, s tal, que %, <7, y, <s, i, per con-
segiient, els punts x, y per alsquals |x | =%, |y | = ¥y,
¢o és, tots els punts del tor circular que passa per P
sén interns a I Tot punt intern a E és, doncs, punt
intern a I. Si, contrariament, es pren un punt extern
a E es troba anilogament que és extern a I. Per
aixé I' i E coincideixen.

El camp T no és, perd, un esferoide de tipus ge-
neral, perqué la seva corba directiu real f =0 no és
una linia qualsevol del quadrant positiu, siné una linia
que satisfd el teorema de Fabry-Faber-Hartogs. Escrita
I’equacié d’aquesta linia en la forma

(1) w=ol) ¢ =(%)

la condici6é resultant de ’esmentat teorema es pot posar
en forma d’inequaci6é diferencial.
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(2) t¢" —tog" — 93’ > 0

Reciprocament, considerada una corba del quadrant po-
sitiu que satisfaci el teorema de Fabry-Faber-Hartogs
fo, el que és igual, la (2)], existeix una série doble de
poténcies els radis associats de convergéncia de la qual
satisfan 1’equaci6é d’aquella linia: o sigui, una série doble
de potencies, el camp total de convergéncia de la qual
és l'esferoide que té per directiu real la mateixa linia.
Si '’equacié del contorn A de I' s’escriu

iesfa F(A\X) =), ({ =A%), la corba directriu ve do-
nada per la (1), i es té la relaci6

t l’_t H__ ’ I
(3) P L)

on L(u) és un notable invariant diferencial (d’E. E. Levs)
del qual parlaré en la segona conferéncia.

Les dues regions en qué A divideixla S, sén tals, que
en una d’elles % té el mateix signe que L(%) i la pro-
pietat és invariant respecte a les transformacions pseu-
do-conformes, de les quals m’ocuparé també en l’altra
conferéncia. La varietat tancada TI' es diu (amb Behnke)
pseudo-convexa (cap a l’exterior) si en els punts de A
és L(u)> o, de manera que # té el mateix signe que
L(u) en els punts externs a I. El cos I' es diu pseudo-
convex si A és pseudo-convex. En particular, un cos
convex és pseudo-convex.

Ara bé, en virtut de la (3), la (2) es redueix a la
L{u) > 0, i es conclou que a fi gue un camp quadridi-
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mensional sigui camp total de convergéncia d'una série
doble de poténcies, és mecessart i+ suficient que sigui un
esferoide pseudo-convex.! .

En particular, un esferoide que té una directriu
convexa és camp total. Si hom suposa x, =0, ¢o és,
si es tracta de les séries de poténcies d'una variable
real x, i una complexa y, el camp total de convergéncia
en 'espai Sy (%, ¥1, ¥4) ve limitat per una superficie de
revolucié al voltant de l'eix x, i la linia meridiana sa-
tisfa les (2).

Qualsevol solid convex de rotaci6 és camp total de
convergéncia d’una série doble d’una variable real i una
complexa.

1. Publicaré, en una ocasié proxima, els detalls de la demos-
traci6 precedent, conforme al punt de mira des del qual jo prefereixo
de considerar les funcions analitiques de dues variables.






CONFERENCIA I






DIFERENTS PUNTS DE MIRA EN L’EXAMEN DE
LES FUNCIONS ANALITIQUES DE DUES VARIA-
BLES COMPLEXES. SINGULARITATS LLURS.

I. METODE D’ANALISI DE CAUCHY.

Per a l'analisi de les funcions d’una sola variable
complexa existeixen tres métodes fonamentals, que por-
ten els noms de tres grans matematics. El de Cauchy
(completat en un punt essencial per Goursat), en el qual,
sobre la base de 1’existéncia de la funcié uniforme i con-
tinua, la sola propietat de posseir derivada en els punts
d’un camp condueix a la propietat d’ésser nul-la la inte-
gral en un contorn tancat; d’on es dedueixen les altres
propietats de la funcié, per exemple, el seu desenrotlla-
ment en série de Taylor, perllongacié analitica, etc. El
de Weierstrass, en el qual ’element que defineix la fun-
ci6 en un punt ve donat pels coeficients del seu desen-
rotllament de Taylor, valid en un cercle, peré que s’estén
al camp propi de la funcié per mitja de la perllongaci6
analitica. El de Riemann, que parteix de les relacions
que s’han de verificar per a la part real i el coeficient
de l'imaginari de la funci6 mondgena, en particular la
de satisfer 1’equaci6 de Laplace, i es descobreixen les
propietats de la funcié6 composta per mitja de les pro-
pietats de les components.

Per a l'analisi de les funcions de dues variables
complexes, es pot provar l'aplicaci6é del mateix proce-

3
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diment i, en primer examen, tractar d’investigar quines
poden ésser les proposicions que, pel cas particular de
reduir-se a una sola variable independent, es conver-
teixen en les ja conegudes.

Perd per poc endavant que es vagi per aquest cami,
s’adverteix que el transit no és obvi, i que la multipli-
citat de variables independents introdueix modalitats del
més gran interds, que no poden considerar-se com a
generalitzacié banal del cas més senzill.

Una funcié f(x,y) de dues variables complexes s’a.
nomenard holomorfa al voltant del punt P(x,, y,) quan
existeixi un bicilindre de centre P tal, que en tot punt
intern seu la f sigui uniforme, continua i holomorfa com
a funcié de x i de y separadament. Si en tots els punts
interiors a una quadricel-la val la mateixa propietat, es
dird que la funcié és, en ella, holomorfa. Com en el
cas d'una variable, i segons l’observaci6 de Goursat, n’hi
ha prou per a I’holomorfisme en un punt que la funcié
(%, v) sigui uniforme i continua amb derivades primeres

’, f; independents de les direccions dx i dy en llur propi

pla. Pot prescindir-se, encara, de la continuitat, mentre
la f sigui acotada en un entorn de cada punt interior
del camp: la continuitat es dedueix de les altres con-
dicions.

Tota funcié holomorfa és desenrotllable en sgrie
doble de Taylor i representable, per aixd, per un eiement
de Weierstrass. Cauchy demostra que, si en el pla d'una
variable complexa es donen sobre un arc de corba re-
gular dues funcions # i v, reals i analitiques considerades
com a funcions de l'arc, es pot determinar una i tnica
funci6 de variable complexa, holomorfa en una area o
bicellla que comprén l’arc esmentat en el seu interior
i que, sobre el dit arc, es redueix a % + v, Un teorema
andleg fou enunciat I’any 19o5 per Levi-Civita: donat
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en S, un tros de superficie ¢ regular, i definides en ell
dues funcions % i v, analitiques i reals del punt de la
superficie, existeix una i dnica funcié de (, y) holomorfa
en una quadricel-la que conté ¢ en l'interior, funcié que
es redueix a # 4 4v en el tros donat de 5; a menys que ¢
sigui caracteristica, perqué aleshores # i v estan relacio-
nades entre elles i no poden donar-se arbitririament.
Perd un cop determinades, si és possible, dues funcions
que compleixin en ¢ amb la condicié necessaria, hi ha
infinites solucions.

Es dedueix d’aquest teorema que, si una funcié ho-
lomorfa és nul-la en un tros de superficie no caracteristica o,
és idénticament nul-la; i, encara, n’hi ha prou amb qué
s’anul-li en un conjunt de punts de ¢ que tingui deter-
minades propietats; i, en fi, si una funci6 holomorfa
en P (x,, y,) és nul-la per a tots els valors (¥, + 4, yo + b)
essent 2 i b nombres reals prou petits, és idénticament
nul-la.

Si la funcié holomorfa és nul-la sobre una linia re-
gular, dins del seu camp d’holomorfia, no és, en general,
idénticament nul-la.

Donar % sobre la varietat de tres dimensions que
limita una quadricel'la equival a proposar el problema
de Dirichlet, del qual ens ocuparem en el n.° 5.

2. CONDICIO DE MONOGENEITAT 1 INTEGRAL
EN CONTORN TANCAT

Si x +14y =2z, f(z) =u + v, les funcions % i v sa-
tisfan Ax =0, Av =o0. En el cas de dues variables
x =%y -} 1%y, ¥ =%, + 1y, separades la part real u de
la imaginaria v, han de satisfer el sistema segiient, que
tradueix en el camp real la condici6 de monogeneitat:
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Su _ v 3u _ .17}
¥, ¥x, 3y 3x,
.17 _ dv .17 _ dv
3y, 3ys 3ys 5321

de les quals es treu, si existeixen les derivades segones
i sén continues,

3%u 5% 5% 32u
AET T BSwr e
By 3%u 3*u 3%u
= =0; Gy=s — ==
G 3%, 8y, + LEPLI TR by, 2L °

iandlogament perala v. Tota funcié que satisfaci aquest
sistema s’anomena biharmonica (Poincaré). Es evident
que una funcié6 biharménica és harménica, perqué si
E,=0E;=0, també E, + E, =o.

Donada una funcié biharménica %, es defineix 1’as-
sociada per la integral segiient, on P, és un punt fix
i P un punt variable

P

Su 3u 3u Su
v (P) =‘-Jﬂ(§1— dx’ —_ —-azz— dxl -+ ayl dyz—' N d%:)

3y

La integral és independent del cami P P i depén solament
dels punts Py i P, ja que, segons les condicions de mo-
nogeneitat, la diferencial anterior és exacta.

Devem a Poincaré (1886) l’extensi6 del teorema
classic de Cauchy sobre la integral en un contorn tancat,
que obtingué com a conseqiiéncia de certs estudis de Geo-
metria algébrica. Sigui S una superficie analftica regular
en S,, és a dir, una superficie els punts de la qual es
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puguin fer correspondre biunivocament i analftica a dos
parametres A i g, que individualitzen el punt d’un cercle;
x =% () p), ¥ =9 (X, ) son funcions analitiques de A i p
que representen una cella bidimensional de S, consti-
tuida per cel-les bidimensionals del tipus precedent; i S
sigui reductible a un punt o a una linia per deformacié
continua dintre d'un camp I' d’holomorfia de f(x, y):
llavors

f H(x, y) dxdy = o.
S

El mateix Cauchy doni l’any 1821, una férmula
integral que déna el valor de la funcié holomorfa en un
punt (%', y’) interior a un bicilindre I' i continua en el
contorn del mateix cos, en funcié dels valors de la ma-
teixa funcié en els punts (x, y) situats en el tor circular ¢
del contorn de I’ :

)= f J o=

L’extensi6 del teorema de Cauchy a les integrals
dobles fou analitzada 1’any 1887 per Volterra en intro-
duir les funcionals isdgenes i des d'un punt de mira molt
general. El mateix Volterra, 1’any 1888, donava el
teorema invers corresponent al de Morera (1886) per a
les funcions d’una variable; d’aquest teorema es posseeix
una senzilla demostracié deguda a Severi (1931). L’enun-
ciat és com segueix: Si f(x,y) és continua en una qua-
dricella T i si la integrai doble fsf(x,y)dxdy estesa a
un cicle bilateral qualsevol S interior a I' (necessiria-
ment reductible a un punt per deformacié continua din-
tre de T') és nul'la, la f(x,y) és holomorfa en I
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El concepte de residu de Cauchy ha estat aplicat
per Poincaré a les funcions de dues variables complexes.
El residu és diferent de zero en el cas d’una variable
independent quan en l'interior d'una corba tancada,
sobre la qual es pren la integral, existeix un punt sin-
gular. La integral no té sentit si el punt singular esta
en la mateixa corba. En el cas de dues variables no
existeixen punts singulars isolats (Hurwitz, 1896) i es
pot atribuir sentit a la integral sobre la superficie S
mentre el punt singular figuri en ella isolat, per més
que, naturalment, no es trobi isolat d’altres punts sin-
gulars que no estaran ja en la superficie S i formaran,
per exemple, una varietat d'una, dues dimensions, etc.

3. PUNTS SINGULARS.

Els punts singulars d’una funcié analitica uniforme
f(x,y) sbn essencials o inessencials. En aquest darrer
cas, la funcié és el quocient de dues funcions holomor-
fes, i els punts poden ésser pols o punts d’indeterminacié;
en els pols ——__ & holomorfa i t& un zero d’ordre n; en

f(x,y)
els d’indeterminaci6 ——-—/(;y) presenta una singularitat del
mateix tipus.

Un pol de f(x,y) es troba sempre en una superficie
caracteristica, lloc de pols (i un zero en una superficie
caracterfstica, lloc de zeros). Un punt d’indeterminacié
o és damunt d’una superficie caracteristica lloc de punts
d’indeterminaci6 o damunt d’una superficie caracteristica
lloc de pols, i les dues coses poden succeir a la vegada.
Quan el punt d’indeterminaci6 és damunt d'una super-
ficie polar, passen per ell totes les superficies caracteris-
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tiques f=const. i, en general, és isolat en la superficie
polar. Les funcions racionals presenten ja exemples de
punts d’indeterminaci6 desconeguts per a les funcions
d’una variable.

Una funcié analitica, uniforme en un camp donat,
totes les singularitats de la qual siguin inessencials, s’a-
nomena meromorfa.

De la férmula integral de Cauchy es deriva la de-
mostracié que dona Hurwitz del teorema citat abans:
El conjunt dels punis singulars d'una funcid analitica
uniforme de dues variables complexes és perfecte en el sentit
de Cantor. Aquesta observaci6 resta isolada durant deu
anys, fins que Harfogs dedui I’any 1906 el famés teorema:
Tota funcid f(x,y) holomorfa en els punts del contorn d’un
camp finit de quatre dimensions pot perilongar-se com a
funcid holomorfa en tots els punts de Uinterior. Es a dir,
I’holomorfia en I’estrat contorn involucra I’holomorfia
interior, fora dels punts de discontinuitat artificial, ¢o
és, aquells en qué es pot eliminar la discontinuitat can-
viant els valors de la funcié.

Han estat donades algunes demostracions d’aquest
teorema, per exemple, per Poincaré i B. Segre. Severi el
demostra per al cas d'una variable complexa y = y; + 1y,
i una de real x,, i d’aci es dedueix el cas general.

La demostracié de Sever: suposa que f(xy,y) és ho-
lomorfa en la superficie S contorn d’'un camp de tres
dimensions, Consideri’s ara el conjunt I de tots els punts
singulars que hi hagi a dintre. No pot haver-hi un punt
d’acumulacié d’f sobre la superficie, perqué, si hi fos,
seria singular. Per tant, considerant un punt O d’inter-
secci6 de S amb l'eix #,, existeix un pla perpendicular
a %, 1 a una distancia ¢ de O, tal que tots els eventuals
punts singulars de f sén, respecte a aquest pla, a la banda
oposada a 0. En els plans parallels x; = const., cal-
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culi’s la integral

(%1, y) = —2:—1' /t(x%’;) dt

on ! representa el contorn de la secci6 plana on varia la ¢,
essent ¥ un punt interior, fix en la integraci6. Aquesta
funcié és, evidentment, holomorfa a l'interior del camp
contornejat per S i coincideix amb f(x,y) en els punts del
camp situats a la mateixa banda que O respecte al pla
citat; la f(x,, ¥), doncs, coincideix amb ¢(x,, y) en tot el
camp i no hi pot tenir cap singularitat.

E. E. Levi ha pogut estendre el teorema de Hartogs
a les funcions meromorfes, demostrant que si una funcié
es meromorfa en tots els punts d’un contorn quadridi-
mensional (co és, en l'estrat que materialitza el contorn)
la funci6 pot perllongar-se a tot l'interior del camp al
llarg d’una linia voltada d’un tub de quatre dimensions,
dintre del qual la funci6 és sempre meromorfa (perllon-
gacié meromorfa).

El mateix matematic demostrd el caricter perfecte
del conjunt dels punts singulars essencials (1911), ¢o és,
que no pot existir un punt singular essencial que sigui
d’acumulaci6 per a punts inessencials. També se li deu
una altra propietat sobre el conjunt dels punts singulars,
i és que el conjunt dels punts singulars no pot contenir
una part perfecta separada dels altres punts singulars
i tota ella a distancia finita.

Liouville enuncid el teorema classic d’ésser neces-
siriament igual a una constant tota funcié holomorfa en
tot el pla, ¢o és, a distancia finita o infinita. Aquest
teorema fou completat per Meray, segons el qual tota
funci6 meromorfa en tot el pla és necessiriament ra-
cional. Teoremes andlegs valen per al cas de dues va-
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riables: el comportament a l'infinit es tradueix al finit
mitjancant una homografia. A aquests teoremes, de-
mostrat el segon per Hurwitz en 1883, ha afegit Severi
en 1929 el segiient, que té com a cas particular el de
Liouville : Una funcid analitica uniforme que sobre un
pla caracteristic qualsevol o sobre una superficie caracte-
ristica algébrica no tingui sind punis d’holomorfia és ne-
cessdriament constant. Els punts d’holomorfia es refereixen
ensems a ambdues variables. Aquest teorema confirma
el caracter superficial del conjunt dels punts singulars
d'una funci6 analitica de dues variables. Com a cas
particular, resulta que una funcié analitica de dues va-
riables, si és holomorfa a !l’infinit, é necessiriament
constant, cosa que no succeeix amb les funcions d’una
variable. Igualment (Sever:, id.) si una funcid analitica
uniforme en un pla caracteristic qualsevol o superficie ca-
racteristica algébrica mo té més que punis singulars in-
essencials €s, per forga, racional. Tota funcié meromorfa
a l'infinit és racional. El teorema d’Hwrwitz és un cas
particular d’aquest.

El conjunt dels punts singulars d'una funcié anali-
tica uniforme de dues variables complexes el camp d’e-
xisténcia de la qual s’estengui indefinidament no pot ésser
finit. Ni tampoc el dels punts singulars essencials.

4. TRANFORMACIONS PSEUDO-CONFORMES.

Sén les definides per funcions analitiques invertibles:
x = x'(x,y) y = y,(x!y)
i inversament:

x =x(%,¥) y =y, )
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Aquestes transformacions (aixi anomenades per Se-
veri) no conserven els angles sind en les orientacions ca-
racteristiques, i converteixen una superficie caracteristica
en una altra. Una transformacié pseudo-conforme canvia
un hiperpla de S, en una hipersuperficie anomenada hi-
perplanoide (Almer, 1912). Perqué # = o sigui un hiper-
planoide o contingui oo! superficies caracteristiques que
depenguin analiticament d’un parametre real, és neces-
sari i suficient, segons E. E. Levi, que u satisfaci L(%) = o
essent

oo =] (e + (g [ () () ]

du 3u Su  u
—_ G
z[ i 3y t ix, 8y, ] !

2 du  3u 5 du G
3x;, 3y, 3xy ¥y 2

L() és un invariant diferencial per a les transformacions
pseudo-conformes; aplicant a L(#) una transformacidé
d’aquest tipus, es converteix en L'(#)= L(u) -+ J, essent
J el jacobia de la transformaci6. J és sempre positiu,
per tant, el signe de L(x), suposat diferent de zero, és
invariant per a tota varietat analitica ¥ =o0. SiL(x) =o0
en P, el punt s’anomena planar: si L(u) + 0 en P,
un entorn al voltant de P, vg. hiperesféric, suficientment
petit x} + y2 + 22 + y2 —»? < 0 sera dividit per la va-
rietat # = o en dues parts; en una d’elles, # i L(%) tindran
el mateix signe, i en I'altra tindran signe contrari, i s’a-
nomenen respectivament regions negativa i positiva, les
quals conserven aquest caricter com a invariant en les
transformacions pseudo-conformes.




Sobre funcions de dues variables complexes 27

Com hem indicat en la primera conferéncia, Behnke
anomena pseudo-convexa la part negativa, per la circums-
tancia que solament s’hi troben superficies caracteris-
tiques tangents a la varietat en un punt no planar P,
sense que, al voltant de P, tinguin cap altre punt en
comd amb la varietat. E. E. Levt ha demostrat que la
varietat %4 = o0 pot ésser contorn del camp d’existéncia
d’'una funci6é analitica f(x, y) solament si, al voltant de
tot punt no planar, la regi6 positiva pertany al camp.
El teorema és invertible en petit. Si 4 = o0 és convexa,
el teorema invers val també en gran. Si, finalment,
% = 0 és un hiperplanoide (co és, té tots els punts planars),
un tros del mateix cos pot ésser contorn del camp d’e-
xisténcia de dues funcions analitiques diferents que exis-
teixen, I'una a l'una banda i l’altra a 1’altra banda d’a-
quell tros.

Les transformacions pseudo-conformes foren estudia-
des per Poincaré el 1907, i després, per altres investiga-
dors, especialment en alld que fa referéncia als grups de
transformacions dels camps circulars en ells mateixos i a
I’equivaléncia entre ells de determinats recintes de tres
dimensions, com a generalitzacié6 del problema estés de
la representaci6 conforme ordinaria. En el pla, segons
el teorema de Riemann-Carathéodory, totes les bicel-les
sén equivalents respecte a les transformacions conformes,
perd en S, no passa el mateix per a les quadricel-les i
les transformacions pseudo-conformes, El teorema de
Hartogs permet de referir 1'equivaléncia de les quadri-
cel-les a la dels contorns.

Solament el grup de les substitucions lineals i enteres
transforma en ell mateix un camp circular i en deixa fix
el centre (Behnke). Els Cartan (pare i fill) han clas-
sificat els cossos circulars segons els grups de transfor-
macions pseudo-conformes. Thullen ha demostrat que,
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fora de certs tipus com l’hiperesfera, el bicilindre i un
altre tipus perfectament estudiat, tota transformaci6
pseudo-conforme d’un cos circular en si mateix conserva
necessariament fix el centre.

Els treballs de Carathéodory es refereixen a 1’equi-
valéncia general de les quadricel-les, per a la qual ha
trobat condicions necessaries; i Bergmann demostra que
en cada sistema de quadricel-les equivalents existeix una
forma tipica, determinada per mitja de certes condicions
de minim. En el cas de les funcions d'una sola variable,
la cél-lula tipica és el cercle, i la condicié6 de minim es
refereix a la integral.

S [1iaza

essent z la variable complexa i f la funcié que trans-
forma la cél'lula donada en un cercle: Z i f representen
els valors conjugats de z i f.

La soluci6 del problema de l’equivaléncia local de
les varietats de tres dimensions (problema de Potncaré)
havia estat notablement apropada per B. Segre. La
solucié completa pertany a E. Cartan.

5. PROBLEMA DE DIRICHLET.

En el pla real, donada la funci6 # en un contorn
tancat, és factible de calcular-la en tot punt de l'interior
amb la sola hipotesi d’ésser harmdnica. La funcié en
el contorn, ¢o és, la dada, ha de satisfer determinades
condicions qualitatives molt Amplies. Si les compleix,
la solucié existeix i és tnica. En el cas d’'una quadri-
cel-la T', en el contorn A de tres dimensions de la qual
es dbéna una funcié real, univoca i continua u, la deter-
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minacié de la funcié6 U biharmoénica en tot punt interior
de I', la traga de la qual sobre A sigui %, pot ésser
impossible. La funcié harmonica definida pels valors
donats en A no és, en general, biharmdnica (Potncaré,
1883). Aquest matematic assegurava que en la diversa
manera de presentar-se el problema de Dirichlet hi ha
la diferéncia essencial que hom observa entre els proble-
mes d'una i dues variables complexes.

Per a trobar les condicions que ha de satisfer «,
observi’s que U, que és harmonica, ha de satisfer en
tot I’ les condicions de biharmonicitat, les quals deriven
de les de monogenitat i equivalen a dir que

3u Su Su Su
82 e 3%y @+ Y1 il 5ye

dy,

és una diferencial exacta. Introduint coordenades 6,
0g, 05, 0, tals que 6;, 851 6; determinin el raig que va
d’un punt interior a un punt del contorn A i 6, =o
sigui un punt del contorn en aquell raig, i suposant que
el contorn A é&s tal que el sistema de raigs i punts del
contorn constitueixen una correspondéncia biunivoca sense
excepcions, la condicié d’ésser la forma anterior una
diferencial exacta s’expressara en les coordenades 6;, 9,,
8, 1 6, mitjangant una altra forma en les diferencials
d’aquestes variables, que en A es converteix en una
de tres, per ésser alli 8, = 0. Per a aixd s6n necessaries
tres condicions (F; =0, F, =0, Fy == 0) que han d’ésser
satisfetes pels coeficients de d6,, d6, i d8. En aques-
L. 3 U U U 33U

tes condicions intervenen U, 56, " 36, 36, " 36, en les
quals cal fer 6, =0, amb la qual cosa les quatre pri-
Su Su i Su

36, ' 306, = 30

meres es converteixen, sobre A, en u,
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U
La da?rera( 56,

integral (analoga a un potencial), expressi6 que és con-
seqiiencia d’ésser U harménica en I' i reduirse a #
sobre el contorn A. En la integral, referida a A, in-
tervenen # i una funcié que depén solament de A (com
en el cas del potencial). Les tres condicions que aixis’ob-
tenen sén integro-diferencials.

Pot demostrar-se que sén equivalents a dues equa-
cions diferencials lineals K; = o0, K, =0, obtingudes de
la manera segiient. Les tres equacions que formulen
intrinsecament en A que la forma diferencial esmentada

)e es treu de ’expressié6 d'U en forma
=0

. 3u
és exacta contenen, com s’ha dit, #, w, = TR %y =
1

Tu - 3 ., .
35, Ug = 30, Uy = 50, " i s6n lineals, homogénies

i de primer ordre en . Si u fos donat en la superficie,
#%,, #qei %3 s6n conegudes, i les tres equacions diferencials
haurien d’ésser satisfetes per la funci6é « i les seves de-
rivades respecte a 6,, 8,1 6;. Perqué aixo sigui possible
cal que siguin compatibles, és a dir, que els valors de
du, Bu, ; Su,
36, ' 30, 50,
cials d’'una mateixa funci6 #,. Aixd comporta tres
condicions, que, donada la forma implicita en qué seran
contingudes « i les seves derivades en les tres condicions
F, = Fy, = F3 =0, s’expressen ordinariament pels pa-
réntesis rectes de Possson

siguin efectivament les derivades par-

[F,, F;] =0 [Fq, Fg] =0 [Fy, Fy] =0

Les tres condicions F; = F, = F; =0 i els tres
paréntesis anteriors donen lloc en A (6, =0) a sis con-
dicions lineals, a les quals satisfan #, i les seves tres
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derivades respecte a 6,, 8,1 0,. Eliminant-les, es troben
les dues equacions de Sever:i K, =o, K, =o0, lineals i
de tercer ordre, a les quals satisfA u en A, ¢o és, en una
varietat A de tres dimensions, tancada. El problema,
admeés el que hem dit, queda reduit a provar I’existéncia
en general de semblants solucions, problema dificil, ja
que no es tracta d'una solucié local, siné d’'una soluci6
vasta que comprengui tot A. La soluci6 per al bicilindre
fou assenyalada per Nizkliborc el 1925 i redescoberta per
Severi el 1930; Bergmann dona la solucié per a certs
contorns singulars, analegs al bicilindre (x93I).

El teorema general d’existéncia i unicitat expressa
I’equivaléncia del sistema diferencial lineal, de quatre di-
mensions, en les derivades parcials del segon ordre E, =
=E, =G, =G, =0 1 el sistema de dues equacions de
tercer ordre. Aquesta reduccié és deguda exclusivament
a Severi.

La necessitat i la suficiéncia de les dues condicions
de Severi K, = K; = o, resulta d’'una analisi que s’ano-
mena #rdnsit del real al complex. Aquest métode permet
una interpretaci6 i una demostracié6 immediates del
teorema de Cawuchy, que afirma que si % i v sén holo-
morfes en un arc / de corba del pla x,x,(x; 1%, reals) i
I’'arc de corba és analitic regular (x, desenrotllable en
série de poténcies de x; a I’entorn d’un punt P), existeix
una funci6 F(x) de la variable complexa x = x; + 1%,
que es redueix a # + iv en 'arc de corba donat. Sever:
observa que aquesta funci6 es pot construir facilment
sense necessitat d’acudir a teoremes d’existéncia en
equacions diferencials, car n’hi ha prou amb considerar
la S, de x, i x, complexes, en el pla real de les quals es
troba l'arc de corba. En aquest S, es fa el canvi de va-
riable definit per x =% +4%x,, x =%, —1ix, en la
imatge de l'arc donat i en la seva perllongacié, x¥ sera
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funcié analitica de x. Portat aquest valor de ¥ en
u( x—:x ) + iv( x—:x ), la convertira en una funci6é
de x, holomorfa, que sobre I’arc / té el valor u(x,) + 7v(x,)
prefixat.

En portar aquestes consideracions al cas de T’ i el
seu contorn de tres dimensions A, hi ha una petita com-
plicacié que es tradueix aixi: En A les coordenades es
suposaran funcions holomorfes de tres parametres locals,
i els punts simples. Sigui P un d’aquests. En S, les
coordenades sén, vg., x,, %, ¥;, ¥, €ssent reals les quatre,
Peré aquest espai, perllongat al complex, es pot consi-
derar en l'espai real S, on s’admeten valors complexes
a %, %5, Y1, Ys. Enaquest Sg, A s’haura perllongat segons
una varietat A’ de sis dimensions reals i respondrd a
una equacié en coordenades complexes

8(xy, X9, Y1, ¥2) =0
Si s’efectua en S; 1’homografia
X =% 1%, X =% — 1%, Y =Y + 19 =Y1— 1Y,

la 6 anterior es convertira en 8(x,y,*,¥), en que, per
ésser P un punt simple, al voltant de la seva imatge

30 . y s — .
en A’ no serd zero Eg 1 es podra isolar ¥ com a série

de poténcies de x,%,y. D’altra banda, sigui « + v la
funcié6 donada sobre els punts (%, %3, y1,¥,) de la A
original. Amb l'’homografia indicada es converteix en
funci6 de «,%,y,7, i, sobre la A’, en funcié6 holomorfa
de x,%,y. No resulta, doncs, funcié holomorfa de (x, y)
com ho era de x en el cas anterior, llevat que la seva
derivada respecte a % sigui zero en A’. Es a dir, al voltant
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de P, anomenat F(x,y,%) el resultat de substituir, en
la funci6 donada # +iv en A, en lloc de %y, x4, ¥y, ¥4
llurs valors en funcié de x, %, y,%, i de portar-hi el valor
de y tret de l’equacié de A’, ha de realitzar-se

F
%

condicié que no es troba en el cas de Cawchy referit
abans i que, precisament, és la condici6 de biharmoni-
citat. Pero com que el primer membre de la condicié
anterior és desenrotllable en série de poténcies al voltant
de P, per a la seva anul-lacié n’hi ha prou que sigui nulla
a V’entorn real de P, és a dir, sobre I’entorn de P en A,
Separant en la condicié anterior la part real de la ima-
ginaria, resten dues equacions lineals del primer ordre
en % i v, que expressen la condicié que # i v siguin sec-
cions de dues funcions biharmdniques associades a l'en-
torn de A. Aquestes condicions sén de la forma

Apw = Ay A =— A

essent A, i A, operadors lineals i homogenis. La con-
dici6 d’integrabilitat de les darreres condueix a les K; =
=K, =0, que resulten aixi necessaries i suficients
perqué «# pugui ésser secci6é d’una funcié biharménica en
un entorn de P. Per a cada P es determina aix{ una
funcié i les diverses funcions sén perllongaci6é una de
I'altra al llarg de A, definint una U biharmoénica en
un entorn de A. Es construeix l’associada Vi, pel teo-
rema de Harfogs, la funcié6 U + ¢V és perllongable ho-
lomorfa en tot I Si A é un hiperplanocide, no val
I’analisi anterior, perd s’arriba facilment a demostrar
que, perqué #, donada en un tros d’hiperplanoide, sigui

5
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secci6 d’'una funcié biharmoénica U, holomorfa en un
entorn d’aquell tros, basta que # sigui harmdnica sobre
les superficies caracteristiques que el constitueixen.

Donat que la # ha de satisfer en A determinades
condicions, sorgeix la pregunta de quins elements ar-
bitraris caldrd donar en #. La solucié per al cas d’ésser
A un hiperplanoide fou trobada per Severi: una funci6
biharmdnica holomorfa ve determinada en un dels dos
camps en qué un hiperplanoide divideix l'espai, quan
es déna el seu valor al llarg d’una linia regular que talli
en un punt cadascuna de les superficies caracteristiques
de T'hiperplanoide.

En aquest ordre d’idees, Severi ha demostrat, en
general, que si en A es déna una linia regular, oberta
o tancada, que satisfaci certes condicions de genericitat
que, per abreujar, no especifiquem, U resta determi-
nada unfvocament coneixent el valor de # i les seves dues
primeres derivades. Aquest és un teorema d'unicitat;
perd resta oberta la qiiestié de saber si val el corresponent
teorema d’existéncia.

— e ——
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» VI (gener-juny 1918),,...........
» VI (juliol-desembre 1918),........
» VII (gener-desembre 1919),.......
» VIII (gener-desembre 1920).,.....
» IX (gener-desembre 1921).........
» X (gener-desembre 1922)..........
»  XI (gener-juny 1923)..............
»  XI (juliol-desembre 1923).........
» -XII (gener-desembre 1924)........

0‘50



Vol. XIIT (gener-juny 1926),..........

+ XIII (juliol-desembre 1625).......
XIV (gener-desembre 1926).......
XV (gener-desembre 1827)........
XVI (gener-desembre 1928).......
XVII (gener-desembre 1929)......
XVIII (gener-desembre 1830).....
XIX (gener-desembre 1831).......

v o v v v

BIBLIOTECA FILoLOGICA

I. — Documents en vulgar per a I'estud! de Ia
llengua (segles X1, X11 i XI11), per Mn. PERE
(Exhaurit.)

11, — Die Mundart von Alacant. — Beltrag zur
Kenntnis des Valencianischen, von Dr. PERE

III. — Dicclonarl Aguil6.

En rustica:
Fasc, I a I1II IV a X exhaurits), Cada un
Vols. V, VIi VIL........v.... »

Relligats:
Vols. V, VI i VII...cevnen....
En paper de fil. Vols. I a VIL »

IV. — La frontera catalano aragoness, per AN-
TONI GRIERA. Fasc. I.... (Exhauril.)

V. — Textes catalans avec leur transcription
phonétique, précédes d’un apergut sur les
sons du catalan, per J. ARTEAGA PEREIRA,
ordenats per P. BARNILS,.....cccvunenen,

VI. — Estudis romanics. (Llengua i Litera-
tura), vol. F....ooennnntnn. Seessasnesrnes

VII. — Vocabularl catald-alemany, de I'any
1502, edici6 facsimil segons Iinic exemplar
conegut, acompanyada de la transcripci6,
d’un estudi preliminar i de registres alfa-
bétics, per P. BARNILS,,e0vveevneeanenas

VIIIL. — Dlecionari de rims, de Jaume March,
editat per A. GRIERA........ccuvvnnnnn.

IX. — Estudis reminics (Llengua i Litera-
tura), vol. IL....... recerecectarerenaane

X. — La versione catalana dei’Inchiesta del
San Graal, secondo il Codice dell’Ambro-
siana di Milano I. 79 sup., publicata da
ViNCENZO CRESCINI e VENANZIO TODESCO,

U - ]
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XI. — Dicclenarl ortogrific, redactat sota la
direcci6 de P. FABRA, president de la Sec-
cié Filolégica (tercera edicib).

XII. — Gramitica Catalana, per PouPeU Fa-
BRA (sisena edici6)....eevvevenncnnnnnn,

XII1. — Bibliographie élémentaire de I'anclen
provenzal, par J. ANGLADE. — L'article ma-
jorquin et Particle roman dérivé de «ipses,
par P. ROKSETH. — Les vocals tdniques del
rossellonds, per P. BarNirs. — El llenguatge
com a fet estitic 1 com a fet 1dgic, per M. DE

X1V. — Epistolarl # En Mili 1 Fontanals, cor-
respondéncia recollida i anotada per LLuis
NicoLAu D'OLweR, vol. I......... saveo .

XV. —La Culture des Céréales a Majorque,
par P. ROKSETH,...ocvvueniarironerssns

XVI. — Notes lingiiistiques d’argot barcelo-
nals, par M. L. WAGNER.....c..cv0uruse

Atlas lingliistic de Catalunya, per A. GRIERA,
vols. Ta IV, oovieuennnnen, Cada un
Edicié en paper de fil................
Id,, vol. Ve.eevveeevo.  (En premsa.)

MEMORIES PUBLICADES
A DESPESES DE LA INSTITUCIO PATXOT

Vol. It

Fasc. I. — PouPEU FABRA, La coordinacib i
Ia subordinacl6 en els documents de la Can-
cilleria catalana durant el segle XIV......

Fasc. II. — JosEPH ANGLADE, Les Flors del
Gay Saber......ccvvcriieiiiinenriinaan,

Fasc. ITI. — PAUL AEBISCHER, Etudes de To-
ponymle Catalane.......................

Lasoratort DE FonETicA

Estudis fondtics. — I..... tesseedanvennen .
En diposit:

Primer Congrés Internacional de Ia Llengus

Catalana. Barcelona, 1908,............. .

Ptes.
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BIBLIOTECA DE CATALUNYA

Butlleti de Ia Biblioteca de Catllu"nya.

Any I, 1914, n.° 1 (gener-abril)........ .

n.° 2 (maig-agost) .......

n.° 3 (setembre-desembre).
11, 1915, n.° 4 (gener-agost) ......

n.° 6 (setembre-desembre) .
III, 1918, n.° 6 (gener-desembre)..
IV, 1017, n.° 7 (gener-desembre). .
V, 1018-1918, n.° 8, .......c.....
VI, 1920-1022, n.° 9. ............
VII, 1923-1827...........
VI .eoiiennnnns

v » v v v v v v v

Butlleti d’adquisicions.

Any 1918................
Anys 1919 a 1022...........

Cafdleg de 1a Col:leccié Cervantica Bonsoms,
per JOAN GIVANEL I Mas.

Vol. T (1590-1800).......0..c0uuuenen.

Edici6 de 40 exemplars numerats en

paper de fil.,.......oiiuniininnnn

Vol. IT (1801-1879). ...........eunnnss

Edicié de 40 exemplars numerats en

Vol. TIT (1880-1918) ... evneenennn....
Edici6 de 40 exemplars numerats en
paper de fil................o 0Ll

Publicaclons del Departament de Mdslea de la
Biblioteca de Catalunya.

Vol, I. — Els Madrigals i la Missa de Di-
funts d"En Brudieu. Transcripeié i no-
tes histdriques i critiques per FELIP
PEDRELL i Mn, HIGINI ANGLES, prev.

Vol. II. — Catileg dels manuscrits musi-
cals de la Col-leccié6 Pedreil, per mos-
stn HIGINI ANGLES,.... (Exhaurit.)

Vol. III. — Iohannis Pujol (1573-1626). In
alma Cathedrali Barcinonensi cantus

Ptes.

160
160
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20

40
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20

Ptes.

Magistri Opera Omnia nunc primum
in lucem edita cura et studio HyGINI

Vol. IV. — Musici organict Iohannis Ca-
banilles (1644-1712). Opera Omnia nunc
in lucem edita cura et studio HYGINII
ANGLES, pbri. Vol. L..ooooeanennntn

Vol. V. — El Canto Mozéarabe. Estudio
histérico-critico de su antigitedad y
estado actual, por CasiaNo Rojo y
GERMAN PrADO, monjes de Silos,

Vol. VL. — EI cddex polifonjc de Las
Huelgas (Burgos) dels segles XIII-XIV.
Facsimil, transcripcié i estudi per mos-
sén HIGINI ANGLES, 3 volS...veseses

Vol. VII. — Iohannis Pujol (1573-1626)
Opera Omnia... cura et studio HYGI-
NIT ANGLES, vol. IL....eovvennnnnns

Vol. VIII. — Musici organici Iohannis
Cabanilles (1644-1712). Opera Omnia
nunc lucem edita cura et studio Hy-
GINII ANGLES, pbr. Vol. IL..........

Vol. IX. — Antoni Soler (1720-1783). Sis
quintets per a instruments d’arc i or-
gue o clave obligat. Transcripci6 i re-
visi6 per ROBERT GERHARD. Introduc-
ci6 i estudi d'HIGINI ANGLES, prev...

Vol. X..coovvvvenen- (En preparacis.)

Vol. XI. — Celos aun del aire matan.
Opera del siglo xvil. Texto de Calde-
rén y misica de Juan Hidalgo, por
JOSE SUBIRA....vvevnernnnannnanass

En diposit:

Catdleg de la Biblioteca musical de la Dipu-

tacld de Barcelona, per FELIP PEDRELL
L) ) T

Barcelona, agost del 1934
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