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SOBRE SÈRIES DE POTÈNCIES 
DE DUES VARIABLES 

Agraeixo vivament a la Facultat de Ciències de la 
Universitat de Barcelona i a l'Institut d'Estudis Catalans, 
la invitació cordial que m'han adreçat per donar, una altra 
vegada, alguna conferència a la Universitat de Barcelona, 
on tants col·legues egregis m'honoren amb llur amistat. 
Particulars regraciaments al benvolgut Prof. A. Torroja 
i al Prof. E. Terradas, esperit ample i eclèctic que do­
mina Ja Matemàtica amb la mateixa agilitat amb què 
tracta els problemes tècnics d'Enginyeria i que ha volgut, 
gentilment, assumir la tasca de recollir aquestes meves 
conferències. 

INTRODUCCIÓ 

Algunes de les particulars contribucions meves a la 
teoria foren objecte d'estudi i investigació en el temps 
de la meva permanència a Barcelona, amb ocasió del 
curs donat la primavera del r929. Circumstància sem­
blant contribueix a fer créixer els vincles d'interès i 
d'afecte que em lliguen als estudiosos d'aquesta terra, 
que conserva amb la d'Itàlia una singular semblança 
topogràfica i popular. 

En aquesta primera conferència m'ocuparé de les 
sèries de potències com a element primordial i bàsic de 
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l'estudi de les funcions analítiques de dues variables 
complexes. 

En la teoria general apareixen algunes propietats 
com a generalització de les ja conegudes en el cas d'una 
variable independent, però sovintegen fets nous i pro­
pietats insospitades que obliguen a la convicció de ne­
cessitar un estudi directe, una anàlisi nova. Anàlisi les 
conseqüències i resultats de la qual són sumament im­
portants, no solament per llur valor teòric, sinó també 
per llur contribució al desenvolupament de la geometria 
algèbrica, a la resolució de problemes de la mecimica 
ondulatòria i a l'estudi de les funcionals analítiques. 

I. Noció DE RADIS ASSOCIATS DE CONVERGÈNCIA 

Siguin les variables (x, y), on x = x1 + ix1, y = y1 

+ iy1; els valors de x1, x1, Yv y1 són reals. Consideri's 
la sèrie doble 

.f (x, y) =I:ª- x"' :t• 

en què ª- és un nombre complex. Dos nombres reals 
r, s, no negatius, constitueixen una pare/Ja de radis de 
convergència associats quan per a 

l x l < r, l y l < s la sèrie és absolutament convergent.1 

i per a 

l x l> r, l y l> s la sèrie no és absolutament convergent. 

I. Per a una teoria elemental de les sèries dobles es poden con­
sultar les meves l.eaOfti di Analisi (Bolonya, Zanichelli, 1933). 



Sobre funcions de dues vanablss complexes s 

Existeix entre ambdós nombres una relació : cadascun 
d'aquests dos nombres és funció unívoca, monòtona (no 
creixent) de l'altre. Del concepte de límit superior d'un 
conjunt de nombres reals es dedueix immediatament que 

•+11 
lim v-1-a-.,.-1,..-s-"= r 

(Lemai,e, r896). Anteriorment (r887) Biermann hagué 
d'introduir un radi de convergència restringit que cor­
respon a r = s, la qual cosa apareix com una extensió 
del teorema de Cauchy-Hadamard per a les sèries de po­
tències d'una variable. 

2. TEOREMA DE FABRY-FABER-HARTOGS. 

En els primers anys d'aquest segle (r902 a r905) 
s'havia descobert que fent p = log. r, a = log. s, la corba 
que relaciona p amb a és tal, que l'àrea del triangle for­
mat per tres punts de la dita corba, descrit en el sentit 
p1 < p1 < p8, no és positiva. I, recíprocament, aquesta 
condició és suficient perquè existeixi una sèrie doble de 
potències, de la qual r i s siguin radis associats de 
convergència. 

· 3. REPRESENTACIÓ GEOMÈTRICA. 

Convé utilitzar l'espai de quatre dimensions S,. Una 
relació lineal com a x + b y + c = o defineix el que 
s'anomena un pla característic. Correspon, evidentment, 
a dues relacions lineals en Xi, .x1 , Yv y11 que defineixen 
espais lineals de tres dimensions (hiperplans) que es ta-
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llen segons aquell pla. Existeixen en S, oo' plans 
característics, mentre la totalitat dels plans de S, és oo•. 

Tota relació analítica entre x, y representa una su­
perfície característica (Levi-Civita, 1905). Tota superfície 
característica és analítica, és a dir, les coordenades de 
llurs punts són funcions analítiques reals de dos parà­
metres. És clar que no tota superfície analítica de S1 

és característica. Per això la denominació de superfície 
característica és preferible a la de superfície analítica, 
que fins ara empraven els autors francesos i alemanys. 

Els plans tangents a una superfície característica 
són característics, i aquesta propietat és peculiar d'aitals 
superfícies. 

Si el camp en què una funció de variables complexes 
es troba definida s'estén indefinidament, per a precisar 
la faisó de comportar-se la funció a l 'infinit convé 
transformar l'espai, de la manera com, en el cas d'una 

variable, s'utilitza la transformació z' = ....!.. • Aquesta 
z 

transformació és lineal (homogràfica); i és biunívoca 
sense excepció, si com a corresponent del valor zero es 
pren el valor oo. Això implica considerar com a idèntics, 
o sigui com un sol punt, tots els 001 punts del pla mètrico­
projectiu, en el qual es distendeix la variable complexa z. 
Un pla en el qual tots els punts de l'infinit s'imaginen 
com un sol és homeÒmorf a una superfície esf crica 
(de la qual es pot obtenir per projecció estereogràfica). 
La superfície esfèrica és, doncs, la imatge real (la su­
perfície de Rietnann) de la recta projectiva complexa. 

En el cas de dues variables, la transformació x' = _:_, 
X 

y' = ....!.., que seria espontani de considerar per estudiar 
y 

l'infinit, no és lineal, sinó quadràtica. Aquesta i altres 
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transformacions semblants donen lloc a inconvenients que 
moltes vegades he tingut ocasió d'assenyalar. Arribem 
a la conclusió que la manera més senzilla i natural d'es­
tudiar el comportament d'una funció analítica de dues 
variables a l'infinit és col·locar-se en el punt de vista 
projectiu. Això equival a usar sempre transformacions 
homogràfiques sobre les x, y per a portar l'infinit al 
finit. Així no s'altera la naturalesa de les eventuals 
singularitats que la funció estudiada presenta a l'infinit. 

La varietat que ve a generalitzar l'esfera és la de 
C. Segre (1892), de sisè ordre i quatre dimensions V: en 
l'espai real de vuit dimensions.1 És la varietat algèbrica 
d'ordre mínim sobre la qual pot realitzar-se la repre­
sentació homeomorfa del pla projectiu complex (varietat 
riemanniana del pla projectiu complex) com a camp de 
variabilitat de x, y; varietat que, en el seu tipus el·líptic, 
conté un sistema oo' de plans imaginaris i llurs conjugats: 
per tot punt de la V: passa un pla de l'un i un pla de l'al­
tre sistema, i cada parella dóna, per intersecció, un· punt 
real de v: en correspondència, biunívoca sense excepcions 
i continua, amb els punts del pla projectiu complex : tota 
transformació homogràfica d'aquest en ell mateix es 
tradueix en una transformació de V: en ella mateixa, 
subordinada a una homografia de Sa. 

La V: pot elegir-se finita transformant homogràfi­
cament Sa, de faisó que l'hiperplà a l'infinit no la talli. 
En la correspondència entre els punts del pla 1t projectiu 
complex en x, 'Y i els punts de l'espai real euclidià s, de 
coordenades x1, x1, y1, y1, es nota que, mentre en 1t hi ha 
oo• punts a l'infinit, l'espai l: impropi de S, en té 008. 

La dificultat es resol considerant en l: la congruència K 

I. Es pot consultar sobre aquesta qüestió un treball de B. Segre 
a la Revista matemàtica hispana-americana (1928). 



8 Publicacions de l'Institut d'Estudis Calalans 

de rectes reals que tallen a dues rectes fixes de l:, 
imaginàries conjugades i que no es tallen, que tenen 
per equacions a l'infinit x1 + ix1 = o, x1 - ix1 = o; 
y1 + iy1 = o, y1 - iy1 = o, i que són dues generatrius 
del mateix sistema de la quàdrica xf + xj + yf + y¡ = o, 
que és l'absolut de S,. A cada pla característic cor­
respon com a recta de l'infinit una recta de K. Les 
directrius de la congruència K assenyalen en cada pla 
característic llurs punts cíclics. De la circumstància de 
trobar-se en dues rectes guerxes es dedueix que no es 
pot invertir l'orientació dels plans característics amb 
un moviment continu de S,, conservant-se plans carac­
terístics. Degut a ésser característics els plans tangents 
a una superfície característica, tampoc no poden inter­
canviar-se les cares d'aquesta superfície per variació con­
tínua, conservant el caràcter de superfície característica. 

4. CAMP TOTAL DE CONVERGÈNCIA D'UNA SÈRIE DOBLE. 

En les sèries de potències d'una variable el camp de 
convergència és circular. Es presenta òbviament la 
qüestió de com serà el camp de convergència de les sèries 
dobles. l, encara, com a preliminar, cal establir què 
anomenarem convergència en un camp. Punt (x, y) de 
convergència serà un sistema de valors, ambdós no nuls, 
de x, )' tals que la sèrie doble sigui absolutament con­
vergent; és a dir, un punt interior a un dels infinits 
bicilindres (Carathéodory) definits per una parella qual­
sevol de radis associats. El camp total serà el conjunt 
dels punts de convergència i llurs punts d'acumulació. 

La condició de convergència absoluta, equivalent a 
ésser acotat el conjunt dels termes de la sèrie doble en 
els punts interiors al camp, entranya la covariància de 
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la sèrie i el camp per transformacions lineals i enteres 
de les variables x, y (Behnke, Severi), cosa que no pas­
saria amb una convergència no absoluta. Això estableix 
una primera düerència essencial respecte a les sèries de 
potències d'una variable, per a les quals el camp total 
de convergència (cercle de convergència) pot definir-se 
com el conjunt de punts on la sèrie és convergent (no 
cal que ho sigui absolutament) i de llurs punts d'acu­
mulació, i resulta així covariant de la sèrie respecte a 
les transformacions lineals enteres de la variable. 

Tot bicilindre de S4 és una quadricel·la, és a dir, 
els seus elements poden correspondre homeomòrficament 
a una, hiperesfera de S4• El contorn d'un bicilindre 
consta dels punts imatges de les parelles que s'obtenen 
associant els punts de cadascuna de les circumferències 
de radi r, s, amb els de l'altre cercle. El contorn format 
per ambdues varietats 003 és una varietat tancada, 
simple, de tres dimensions, homeomorfa al contorn d'una 
hiperesfera. La connexió d'ambdós trossos es fa per 
mitjà de la superfície xf + x~ = r2, yf + y~ = s1, situada 
en l'esmentat contorn; és una superfície homeomorfa a 
un tor circular, i s'anomena tor circular de S4 de centre 
en l'origen i radis r i s. Per cada punt de S4 passa un 
tor circular que es redueix a una circumferència si x = o 
ó y = o, i a l'origen si x = y = o. 

El camp de convergència ho és de generació en el 
sentit de Weierstrass, i pot donar lloc a la perllongació 
analítica i definició de la funció i el seu camp d'exis­
tència E. En tot punt interior P del camp de conver­
gència r la funció és monògena en el sentit de Cauchy i 
desenrotllable en sèrie en un bicilindre de centre P, 
contingut en r i definit per una parella de radis associats; 
aquest bicilindre pot eixir del camp r i extendre r dins E. 
Quan la perllongació és impossible, s'ateny un punt 

2 
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singular. En el contorn de tot bicilindre de conver­
gència hi ha algun punt singular. El més proper a l'o­
rigen defineix la hiperesfera de convergència de radi 
comprès entre R i R\fi, essent R el radi restringit de 
Biermann. 

La sèrie és derivable en r: també ho són totes les 
seves derivades, però en aquestes el camp és igual o més 
gran que r. Això constitueix una altra diferència notable 
respecte a les sèries de potències d'una variable. 

Definit així r i establertes les seves propietats més 
elementals, es presenta la qüestió de quina és la seva 
forma. Amb aquest fi, convé establir i recordar algunes 
definicions. , 

Cos o camp circular és tot camp de quatre dimen­
sions en S, proveït d'un centre O tal, que tot pla carac­
terístic que passa per O talla el cos segons cercles de 
centre O (Carathéodory, r926). Si O és l'origen i el camp 
és convex i ve tallat pels plans característics x = const. 
y = const. en cercles amb centres situats en els plans 
y = o, x = o, s'anomena cos o camp de Reinhardt (r92r}. 

La hiperesfera i el bicilindre són cossos circulars. 
Els camps circulars poden caracteritzar-se, d'una manera 
més general, per la propietat d'ésser invariants respecte 
al grup continu 001 de transformacions 

,,. = y ei6 

essent 8 real. Les trajectòries són circumferències si­
tuades en els plans característics que passen per O. Els 
camps quadridimensionals circulars, invariants respecte 
al grup 0011: x' = x ei&, y' = yeie (8 i ç reals} són ano­
menats esferoides per Severi. Les trajectòries d'aquest 
grup són tors circulars de centre O. 

El camp total de convergència r d'una sèrie doble 
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de potències de x, y (o de x - x0, y -y0) és un esfe­
roide de centre O (x = y = o) (o bé de centre x0, yo). 
Vegem-ne la demostració passant per alt els detalls. 
Siguin r, s dos radis associats i sigui /(r, s) = o la corba 
que els relaciona. Podem imaginar-la sobre el pla .x1, y1 

de s,, que representa els valors reals de x, y. Aquesta 
corba està situada en el quadrant positiu dels eixos i 
determina, amb els segments dels eixos que tenen O per 
origen, un triangle mixtilini T. Dic que l'esferoide E, 
lloc dels 009 tors circulars que passen pels punts d'aquest 
triangle (esferoide que té per contorn el lloc dels 001 

tors circulars corresponents als punts de /(r, s) = o) 
coincideix amb el camp total de convergència de la sèrie 
donada. En efecte; prenent un punt P(x1, y1) de T no 
situat sobre la línia / = o, la semirecta OP troba la 
línia en un punt r, s tal, que .x1 < r, y1 < s, i, per con­
següent, els punts x, y per als quals l x l = x1, l y l = Y1, 
ço és, tots els punts del tor circular que passa per P 
són interns a r. Tot punt intern a E és, doncs, punt 
intern a r. Si, contràriament, es pren un punt extern 
a E es troba anàlogament que és extern a r. Per 
això r i E coincideixen. 

El camp r no és, però, un esferoide de tipus ge­
neral, perquè la seva corba directiu real / = o no és 
una línia qualsevol del quadrant positiu, sinó una línia 
que satisfà el teorema de Fabry-Faber-Hartogs. Escrita 
l'equació d'aquesta línia en la forma 

(I) t=( ;: r 
la condició resultant de l'esmentat teorema es pot posar 
en forma d'inequació diferencial. 
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(2) 

Recíprocament, considerada una corba del quadrant po­
sitiu que satisfaci el teorema de Fabry-Faber-Harlogs 
[o, el que és igual, la (2)], existeix una sèrie doble de 
potències els radis associats de convergència de la qual 
satisfan l'equació d'aquella línia: o sigui, una sèrie doble 
de potències, el camp total de convergència de la qual 
és l'esferoide que té per directiu real la mateixa línia. 

Si l'equació del contorn 4 de r s'escriu 

X 
).=-

'Y 

i es fa F(l,Ï.) = ip(t), (t = ii.), la corba directriu ve do­
nada per la (I), i es té la relació 

(3) tip'1 
- tipip" - ipip' = _I_ L(u) 

t z6 

on L(u) és un notable invariant diferencial (d'E. E. Levi) 
del qual parlaré en la segona conferència. 

Les dues regions en què 4 divideix la s, són tals, que 
en una d'elles u té el mateix signe que L(ú) i la pro­
pietat és invariant respecte a les transformacions pseu­
do-conformes, de les quals m'ocuparé també en l'altra 
conferència. La varietat tancada r es diu (amb Behnke) 
pseudo-convexa (cap a l'exterior) si en els punts de 4 
és L(u) > o, de manera que u té el mateix signe que 
L(u) en els punts externs a r. El cos r es diu pseudo­
convex si a és pseudo-convex. En particular, un cos 
convex és pseudo-convex. 

Ara bé, en virtut de la (3), la (2) es redueix a la 
L(u) ~ o, i es conclou que a fi q11,e un camp quadridi-
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mensional sigui camp tota/. de convergència d'ima sèrie 
doble de potències, és necessari i suficient que sigui un 
esferoide pseudo-convex.1 . 

En particular, un esferoide que té una directriu 
convexa és camp total. Si hom suposa .x11 = o, ço és, 
si es tracta de les sèries de potències d'una variable 
real x1 i una complexa y, el camp total de convergència 
en l'espai S3 (.x1, y1, y1) ve limitat per una superfície de 
revolució al voltant de l'eix x, i la línia meridiana sa­
tisfà les (2). 

Qualsevol sòlid convex de rotació és camp total de 
convergència d'una sèrie doble d'una variable real i una 
complexa. 

1. Publicaré, en una ocasió pròxima, els detalls de la demos­
tració precedent, conforme al punt de mira des del qual jo prefereixo 
de considerar les funcions analítiques de dues variables. 
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DIFERENTS PUNTS DE MIRA EN L'EXAMEN DE 
LES FUNCIONS ANALÍTIQUES DE DUES VARIA­
BLES COMPLEXES. SINGULARITATS LLURS. 

I. MÈTODE D'ANÀLISI DE CAUCHY. 

Per a l'anàlisi de les funcions d'una sola variable 
complexa existeixen tres mètodes fonamentals, que por­
ten els noms de tres grans matemàtics. El de Cauchy 
(completat en un punt essencial per Goursat), en el qual, 
sobre la base de l'existència de la funció uniforme i con­
tínua, la sola propietat de posseir derivada en els punts 
d'un camp condueix a la propietat d'ésser nul·la la inte­
gral en un contorn tancat; d'on es dedueixen les altres 
propietats de la funció, per exemple, el seu desenrotlla­
ment en sèrie de Taylor, perllongació analítica, etc. El 
de Weie,strass, en el qual l'element que defineix la fun­
ció en un punt ve donat pels coeficients del seu desen­
rotllament de Taylor, vàlid en un cercle, però que s'estén 
al camp propi de la funció per mitjà de la perllongació 
analítica. El de Rieniann, que parteix de les relacions 
que s'han de verificar per a la part real i el coeficient 
de l 'imaginari de la funció monògena, en particular la 
de satisfer l'equació de La,Place, i es descobreixen les 
propietats de la funció composta per mitjà de les pro­
pietats de les components. 

Per a l'anàlisi de les funcions de dues variables 
complexes, es pot provar l'aplicació del mateix proce-

3 
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diment i, en primer examen, tractar d'investigar quines 
poden ésser les proposicions que, pel cas particular de 
reduir-se a una sola variable independent, es conver­
teixen en les ja conegudes. 

Però per poc endavant que es vagi per aquest camí, 
s'adverteix que el trànsit no és obvi, i que la multipli­
citat de variables independents introdueix modalitats del 
més gran interès, que no poden considerar-se com a 
generalització banal del cas més senzill. 

Una funció f(x, y) de dues variables complexes s'a_ 
nomenarà holomorfa al voltant del punt P(x0, y0) quan 
existeixi un bicilindre de centre P tal, que en tot punt 
intern seu la / sigui uniforme, contínua i holomorfa com 
a funció de x i de y separadament. Si en tots els punts 
interiors a una quadricel·la val la mateixa propietat, es 
dirà que la funció és, en ella, holomorfa. Com en el 
cas d'una variable, i segons l'observació de Goursat, n'hi 
ha prou per a l'holomorfisme en un punt que la funció 
f(x, y) sigui uniforme i contínua amb derivades primeres 
¡;,¡;independents de les direccions dx i dy en llur propi 
pla. Pot prescindir-se, encara, de la continuïtat, mentre 
la / sigui acotada en un entorn de cada punt interior 
del camp: la continuïtat es dedueix de les altres con­
dicions. 

Tota funció holomorfa és desenrotllable en sèrie 
doble de Taylor i representable, per això, per un eiement 
de Weierstrass. Cauchy demostrà que, si en el pla d'una 
variable complexa es donen sobre un arc de corba re­
gular dues funcions u i v, reals i analítiques considerades 
com a funcions de l'arc, es pot determinar una i única 
funció de variable complexa, holomorfa en una àrea o 
bicel·la que comprèn l'arc esmentat en el seu interior 
i que, sobre el dit arc, es redueix a u+ iv. Un teorema 
anàleg fou enunciat l'any r905 per Levi-Civita: donat 
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en S, un tros de superfície a regular, i definides en ell 
dues funcions u i v, analítiques i reals del punt de la 
superfície, existeL,c una i única funció de (x, y) holomorfa 
en una quadricel·la que conté a en l'interior, funció que 
es redueix a u + iv en el tros donat de a; a menys que a 
sigui característica, perquè aleshores u i v estan relacio­
nades entre elles i no poden donar-se arbitràriament. 
Però un cop determinades, si és possible, dues funcions 
que compleixin en a amb la condició necessària, hi ha 
infinites solucions. 

Es dedueix d'aquest teorema que, si una funció ho­
lomorfa és nul·la en un tros de superfície no característica a, 
és idènticament nul·la; i, encara, n'hi ha prou amb què 
s'anul·li en un conjunt de punts de a que tingui deter­
minades propietats; i, en fi, si una funció holomorfa 
en P (x0, y0) és nul·la per a tots els valors (x0 + a, y0 + b) 
essent a i b nombres reals prou petits, és idènticament 
nul·la. 

Si la funció holomorfa és nul·la sobre una línia re­
gular, dins del seu camp d'holomorfia, no és, en general, 
idènticament nul·la. 

Donar u sobre la varietat de tres dimensions que 
limita una quadricel·la equival a proposar el problema 
de Dirichld, del qual ens ocuparem en el n. 0 5. 

2. CONDICIÓ DE MONOGENEÏTAT I INTEGRAL 

EN CONTORN TANCAT 

Si x + iy = z, /(z} = u + iv, les funcions u i v sa­
tisfan Au= o, Av = o. En el cas de dues variables 
x = x1 + ix1, y = y1 + iy1, separades la part real u de 
la imaginària v, han de satisfer el sistema següent, que 
tradueix en el camp real la condició de monogeneltat: 
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de les quals es treu, si existeixen les derivades segones 
i són contínues, 

i anàlogament per a la v. Tota funció que satisfaci aquest 
sistema s'anomena biharmònica (Poincaré). És evident 
que una funció biharmònica és harmònica, perquè si 
E1 =O E1 = O, també E1 +E1 =O. 

Donada una funció biharmònica u, es defineix l'as­
sociada per la integral següent, on P O és un punt fix 
i P un punt variable 

La integral és independent del camí P 0P i depèn solament 
dels punts P O i P, ja que, segons les condicions de mo­
nogeneitat, la diferencial anterior és exacta. 

Devem a Poincaré (x886) l'extensió del teorema 
clàssic de Cauchy sobre la integral en un contorn tancat, 
que obtingué com a conseqüència de certs estudis de Geo­
metria algèbrica. Sigui S una superfície analítica regular 
en S,, és a dir, una superfície els punts de la qual, es 



puguin fer correspondre biunívocament i analítica a dos 
paràmetres). i ¡1,, que individualitzen el punt d'un cercle: 
" - " (l, ¡1,), y = y (l, ¡.t.) són funcions analítiques de '). i ¡1, 

que representen una cel·la bidimensional de s. consti­
tuida per cel·les bidimensionals del tipus precedent; i S 
sigui reductible a un punt o a una línia per deformació 
continua dintre d'un camp r d'holomorfia de /(x, y): 
llavors 

J jf(x,y)fhdy =-o. 
s 

El mateix Cauchy donà l'any I82I, una fórmula 
integral que dóna el valor de la funció holomorfa en un 
punt (x', y') interior a un bicilindre r i contínua en el 
contorn del mateix cos, en funció dels valors de la ma­
tebca funció en els punts (x, y) situats en el tor circular a 
del contorn de r 

/( , ') I JJ f(x, y) d'~" 
x' y = - 4,c• (x-x') (y-y') .-y 

a 

L'extensió del teorema de Cauchy a les integrals 
dobles fou analitzada l'any r887 per Volten-a en intro­
duir les funcionals isògenes i des d'un punt de mira molt 
general. El matebc Volterra, l'any 1888, donava el 
teorema invers corresponent al de Morera (1886) per a 
les funcions d'una variable; d'aquest teorema es posseeix 
una senzilla demostració deguda a Severi (1931). L'enun­
ciat és com segueix: Si /(x,y) és contínua en una qua­
dricel·la r i si la integral doble J Jf(x,y)dxdy estesa a 
un cicle bilateral qualsevol S interior a r (necessària­
ment reductible a un punt per deformació contínua din­
tre de r) és nul·la, la /(x,y) és holomorfa en r. 
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El concepte de residu de Cauchy ha estat aplicat 
per Poinca,é a les funcions de dues variables complexes. 
El residu és düerent de zero en el cas d'una variable. 
independent quan en rïnterior d'una corba tancada, 
sobre la qual es pren la integral, existeix un punt sin­
gular. La integral no té sentit si el punt singular està 
en la mateixa corba. En el cas de dues variables no 
existeixen punts singulars ic:¡olats (Huntlitz, 18g6) i es 
pot atribuir sentit a la integral sobre la superfície S 
mentre el punt singular figuri en ella isolat, per més 
que, naturalment, no es trobi isolat d'altres punts sin­
gulars que no estaran ja en la superfície S i formaran, 
per exemple, una varietat d'una, dues dimensions, etc. 

3, PUNTS SINGULARS. 

Els punts singulars d'una funció analítica unüorme 
/(x,y) són essencials o inessencials. En aquest darrer 
cas, la funció és el quocient de dues funcions holomor­
fes, i els punts poden ésser pols o punts d'indeterminació; 

en els pols /(x\) és holomorfa i té un zero d'ordre n; en 

els d'indeterminació f(:.y) presenta una singularitat del 

mateix tipus. 
Un pol de /(x,y) es troba sempre en una superfície 

característica, lloc de pols (i un zero en una superfície 
característica, lloc de zeros). Un punt d'indeterminació 
o és damunt d'una superfície característica lloc de punts 
d'indeterminació o damunt d'una superfície característica 
lloc de pols, i les dues coses poden succeir a la vegada. 
Quan el punt d'indeterminació és damunt d'una super­
fície polar, passen per ell totes les superfícies caracterís-
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tiques /= const. i, en general, és isolat en la superfície 
polar. Les funcions racionals presenten ja exemples de 
punts d'indeterminació desconeguts per a les funcions 
d'una variable. 

Una funció analítica, uniforme en un camp donat, 
totes les singularitats de la qual siguin inessencials, s'a­
nomena meromorfa. 

De la fórmula integral de Cauchy es deriva la de­
mostració que donà Hurwitz del teorema citat abans: 
El conjunt dels punts singulars d'una funció analítica 
-uniforme de dues variables complexes és perfecte en el sentit 
de Cantor. Aquesta observació restà isolada durant deu 
anys, fins que Harlogs deduí l'any r906 el famós teorema: 
Tota funció f(x,y) holomorfa en els punts del contorn d'un 
camp finit de quatre dimensions pot perllongar-se com a 
funció holomorfa en tots els punts de l'interior. És a dir, 
l'holomorfia en l'estrat contorn involucra l'holomorfia 
interior, fora dels punts de discontinuïtat artificial, ço 
-és, aquells en què es pot eliminar la discontinuïtat can­
viant els valors de la funció. 

Han estat donades algunes demostracions d'aquest 
teorema, per exemple, per Poincaré i B. Segre. Severi el 
demostra per al cas d'una variable complexa y = y1 + iy2 

i una de real x1, i d'ací es dedueix el cas general. 
La demostració de Severi suposa que f(x1, y) és ho­

lomorfa en la superfície S contorn d'un camp de tres 
dimensions. Consideri's ara el conjunt l de tots els punts 
singulars que hi hagi a dintre. No pot haver-hi un punt 
d'acumulació d'i sobre la superfície, perquè, si hi fos, 
seria singular. Per tant, considerant un punt O d'inter­
secció de S amb l'eix Xi., existeix un pla perpendicular 
.a x1 i a una distància I de O, tal que tots els eventuals 
punts singulars de f són, respecte a aquest pla, a la banda 
-oposada a O. En els plans paral·lels x1 = const., cal-
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culi 's la integral 

on l representa el contorn de la secció plana on varia la l, 
essent y un punt interior, fix en la integració. Aquesta 
funció és, evidentment, holomorfa a l'interior del camp 
contornejat per S i coincideix amb /{z,y) en els punts del 
camp situats a la mateixa banda que O respecte al pla 
citat; la /(%i, y), doncs, coincideix amb q,(%J., y) en tot el 
camp i no hi pot tenir cap singularitat. 

E. E. Leui ha pogut estendre el teorema de Harlogs 
a les funcions meromorfes, demostrant que si una funció 
es meromorfa en tots els punts d'un contorn quadridi­
mensional (ço és, en l'estrat que materialitza el contorn) 
la funció pot perllongar-se a tot l'interior del camp al 
llarg d'una línia voltada d'un tub de quatre dimensions, 
dintre del qual la funció és sempre meromorfa (perllon­
gació meromorfa). 

El mateix matemàtic demostrà el caràcter perfecte 
del conjunt dels punts singulars essencials (19n), ço és, 
que no pot existir un punt singular essencial que sigui 
d'acumulació per a punts inessencials. També se li deu 
una altra propietat sobre el conjunt dels punts singulars> 
i és que el conjunt dels punts singulars no pot contenir 
una part perfecta separada dels altres punts singulars 
i tota ella a distància finita. 

Li01'ville enuncià el teorema clàssic d'ésser neces­
sàriament igual a una constant tota funció holomorfa en 
tot el pla, ço és, a distància finita o infinita. Aquest 
teorema fou completat per Meray, segons el qual tota 
funció meromorfa en tot el pla és necessàriament ra­
cional. Teoremes anàlegs valen per al cas de dues va-



Sobre funcions de dues variables complexes. 25 

riables: el comportament a l'infinit es tradueix al finit 
mitjançant una homografia. A aquests teoremes, de­
mostrat el segon per Hurwitz en 1883, ha afegit Severi 
en 1929 el següent, que té com a cas particular el de 
Liouville : Una funció anaUtica uniforme que sobre un 
,Pla característic qualsevol o sobre una superfície caracte­
rística algèbrica no tingui sinó punts d'holomorfia és ne­
cessàriament constant. Els punts d'holomorfia es refereixen 
ensems a ambdues variables. Aquest teorema confirma 
el caràcter superficial del conjunt dels punts singulars 
d'una funció analítica de dues variables. Com a cas 
particular, resulta que una funció analítica de dues va­
riables, si és holomorfa a l'infinit, és necessàriament 
constant, cosa que no succeeix amb les funcions d'una 
variable. Igualment (Severí, íd.) si una funció analítica 
uniforme en un ,Pla caracterís~ic qualsevol o superfície ca­
racterística algèbrica no té més que punts singulars in­
essencials és, per força, racional. Tota funció meromorfa 
a l'infinit és racional. El teorema d' Hurwitz és un cas 
particular d'aquest. 

El conjunt dels punts singulars d'una funció analí­
tica uniforme de dues variables complexes el camp d'e­
xistència de la qual s'estengui indefinidament no pot ésser 
finit. Ni tampoc el dels punts singulars essencials. 

4. TRANFORMACIONS PSEUDO-CONFORMES, 

Són les definides per funcions analítiques invertibles: 

x' == x'(x,y) 

i inversament: 

x = x(x', y') 

y' = y'(x,y) 

y = y(x', y') 
4 
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Aquestes transformacions ( així anomenades per Se­
veri) no conserven els angles sinó en les orientacions ca­
racterístiques, i converteixen una superfície característica 
en una altra. Una transformació pseudo-conforme canvia 
un hiperplà de S, en una hipersuperfície anomenada hi­
perplanoide (Almer, r9r2). Perquè u = o sigui un hiper­
planoide o contingui oo1 superfícies característiques que 
depenguin analíticament d'un paràmetre real, és neces­
sari i suficient, segons E. E. Levi, que u satisfaci L(u) = o 
essent 

[ au a-u au au ] G 
- 2 ax1 ay2 - ax:i ay1 i 

L(u) és un invariant diferencial per a les transformacions 
pseudo-conformes; aplicant a L(u) una transformació 
d'aquest tipus, es converteix en L'(1-1) = L(u) • J, essent 
J el jacobià de la transformació. J és sempre positiu, 
per tant, el signe de L(u), suposat diferent de zero, és 
invariant per a tota varietat analítica u = o. Si L(u) = o 
en P, el punt s'anomena planar: si L(u) =l= o en P, 
un entorn al voltant de P, vg. hiperesf èric, suficientment 
petit xf + yf + xi + yf - r• ~ o serà dividit per la va­
rietat u = o en dues parts; en una d'elles, u i L(u) tindran 
el mateix signe, i en l'altra tindran signe contrari, i s'a­
nomenen respectivament regions negativa i positiva, les 
quals conserven aquest caràcter com a invariant en les 
transformacions pseudo-conformes. 
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Com hem indicat en la primera conferència, Behnkc 
anomena pseudo-convexa la part negativa, per la circums­
tància que solament s'hi troben superfícies caracterís­
tiques tangents a la varietat en un punt no planar P, 
sense que, al voltant de P, tinguin cap altre punt en 
comú amb la varietat. E. E. Levi ha demostrat que la 
varietat u = o pot ésser contorn del camp d'existència 
d'una funció analítica /(x, y) solament si, al voltant de 
tot punt no planar, la regió positiva pertany al camp. 
El teorema és invertible en petit. Si u= o és convexa, 
el teorema invers val també en gran. Si, finalment, 
u = o és un hiperplanoide (ço és, té tots els punts planars), 
un tros del mateix cos pot ésser contorn del camp d'e­
xistència de dues funcions analítiques diferents que exis­
teixen, l'una a l'una banda i l'altra a l'altra banda d'a­
quell tros. 

Les transformacions pseudo-conformes foren estudia­
des per Poincaré el r907, i després, per altres investiga­
dors, especialment en allò que fa referència als grups de 
transformacions dels camps circulars en ells mateixos i a 
l'equivalència entre ells de determinats recintes de tres 
dimensions, com a generalització del problema estès de 
la representació conforme ordinària. En el pla, segons 
el teorema de Riemann-Carathéodory, totes les bicel·les 
són equivalents .respecte a les transformacions conformes, 
però en S1 no passa el mateix per a les quadricel·les i 
les transformacions pseudo-conformes. El teorema de 
Harlogs permet de referir l'equivalència de les quadri­
cel·les a la dels contorns. 

Solament el grup de les substitucions lineals i enteres 
transforma en ell mateix un camp circular i en deixa fix 
el centre (Behnke). Els Carlan (pare i fill) han clas­
sificat els cossos circulars segons els grups de transfor­
macions pseudo-conformes. 1'hullen ha demostrat que, 
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fora de certs tipus com l'hiperesfera, el bicilindre i un 
altre tipus perfectament estudiat, tota transformació 
pseudo-conforme d'un cos circular en si mateix conserva 
necessàriament fix el centre. 

Els treballs de Carathéodory es refereixen a l'equi­
valència general de les quadricel·les, per a la qual ha 
trobat condicions necessàries; i Bergmann demostra que 
en cada sistema de quadricel·les equivalents existeix una 
forma típica, determinada per mitjà de certes condicions 
de mínim. En el cas de les funcions d'una sola variable, 
la cèl·lula típica és el cercle, i la condició de mínim es 
refereix a la integral. 

J Jtidzdi 
essent z la variable complexa i / la funció que trans­
forma la cèl·lula donada en un cercle: i i Ï representen 
els valors conjugats de z i /. 

La solució del problema de l'equivalència local de 
les varietats de tres dimensions (problema de Poincaré) 
havia estat notablement apropada per B. Segre. La 
solució completa pertany a E. Cartan. 

5, PROBLEMA DE DIRICHLET. 

En el pla real, donada la funció u en un contorn 
tancat, és factible de calcular-la en tot punt de l'interior 
amb la sola hipòtesi d'ésser harmònica. La funció en 
el contorn, ço és, la dada, ha de satisfer determinades 
condicions qualitatives molt àmplies. Si les compleix, 
la solució existeix i és única. En el cas d'una quadri­
cel·la r, en el contorn ~ de tres dimensions de la qual 
es dóna una funció real, unívoca i contínua u, la deter-
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minació de la funció U biharmònica en tot punt interior 
de r, la traça de ]a qual sobre A sigui u, pot ésser 
impossible. La funció harmònica definida pels valors 
donats en A no és, en general, biharmònica (Poincaré, 
1883). Aquest matemàtic assegurava que en la diversa 
manera de presentar-se el problema de Dirichlet hi ha 
la düerència essencial que hom observa entre els proble­
mes d'una i dues variables complexes. 

Per a trobar les condicions que ha de satisfer u, 
observi's que U, que és harmònica, ha de satisfer en 
tot r les condicions de biharmonicitat, les quals deriven 
de les de monogenitat i equivalen a dir que 

és una düerencial exacta. Introduint coordenades 6i, 
81, 88, 8• tals que 81, 81 i 68 determinin el raig que va 
d'un punt interior a un punt del contorn A i ª• = o 
sigui un punt del contorn en aquell raig, i suposant que 
el contorn A és tal que el sistema de raigs i punts del 
contorn constitueixen una correspondència biunívoca sense 
excepcions, la condició d'ésser la forma anterior una 
diferencial exacta s'expressarà en les coordenades 81, 82, 

88 i º• mitjançant una altra forma en les diferencials 
d'aquestes variables, que en A es converteix en una 
de tres, per ésser allí 8• = o. Per a això són necessàries 
tres condicions (F1 =.o, F 1 = o, F 8 = o) que han d'ésser 
satisfetes pels coeficients de d61, d62 i d68 • En aques-

d. . . u au au au au 1 tes con 1c1ons intervenen , ~• ~• ao;-• a'ü; en es 

quals cal fer a, = o, amb la qual cosa les quatre pri-
. b A au au.au 

meres es converteixen, so re l.lo, en u, aa;• . a82 1 ao;-· 
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La darrera( :f ) es treu de l'expressió d'U en forma 
. a Ot-o 

integral (anàloga a un potencial), expressió que és con­
seqüència d'ésser U harmònica en r .i reduir-se a u 
sobre el contorn A. En la integral, referida a A, in­
tervenen u i una funció que depèn solament de A (com 
en el cas del potencial). Les tres çondicions que així s'ob­
tenen són integro-diferencials. 

Pot demostrar-se que són equivalents a dues equa­
cions diferencials lineals K1 = o, K 1 = o, obtingudes de 
la manera següent. Les tres equacions que formulen 
intrínsecament en A que la forma diferencial esmentada 

és exacta contenen, com s'ha dit, u, U¡ = ~ , u1 = 

!Iu au au . ó 1· als h è . = ~• 14a =~•u, = ~• 1 s n 1ne , omog IUes 

i de primer ordre en u. Si u fos donat en la superfície, 
u1, u1 i u8 són conegudes, i les tres equacions diferencials 
haurien d'ésser satisfetes per la funció u i les seves de­
rivades respecte a 81, 811 i 88• Perquè això sigui possible 
cal que siguin compatibles, és a dir, que els valors de 

au, au, . !Iu, . . • 1 d "vad ~• ao;-1 "1a;- s1gum efectivament es en es par-

cials d'una mateixa funció u1• Això comporta tres 
condicions, que, ~lonada la forma implícita en què seran 
contingudes u i les seves derivades en les tres condicions 
F 1 = F 11 = F 8 = o, s'expressen ordinàriament pels pa­
rèntesis rectes de Poisson 

[F11, Fa] = o [F8, Fi.J =O 

Les tres condicions F 1 = F 11 = F 8 = o i els tres 
parèntesis anteriors donen lloc en A (8, = o) a sis con­
dicions lineals, a les quals satisfan u, i les seves tres 
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derivades respecte a 61, 62 i 6a. Eliminant-les, es troben 
les dues equacions de Severi K1 = o, K 2 = o, lineals i 
de tercer ordre, a les quals satisfà u en a, ço és, en una 
varietat a de tres dimensions, tancada. El problema, 
admès el que hem dit, queda reduït a provar l'existència 
en general de semblants solucions, problema difícil, ja 
que no es tracta d'una solució local, sinó d'una solució 
vasta que comprengui tot .:i. La solució per al bicilindre 
fou assenyalada per Nikliborc el 1925 i redescoberta per 
Severi el 1930; Bergmann donà la solució per a certs 
contorns singulars, anàlegs al bicilindre (193r). 

El teorema general d'existència i unicitat expressa 
l'equivalència del sistema diferencial lineal, de quatre di­
mensions, en les derivades parcials del segon ordre E1 = 
= E 2 = G1 = G2 = o i el sistema de dues equacions de 
tercer ordre. Aquesta reducció és deguda exclusivament 
a Severi. 

La necessitat i la suficiència de les dues condicions 
de Severi K1 = K2 = o, resulta d'una anàlisi que s'ano­
mena trtlnsit del real al complex. Aquest mètode permet 
una interpretació i una demostració immediates del 
teorema de Ca·uchy, que afirma que si u i v són holo­
morfes en un arc l de corba del pla x1x2(x1 i x2 reals) i 
l'arc de corba és analític regular (x2 desenrotllable en 
sèrie de potències de x1 a l'entorn d'un punt P), existeix 
una funció F(x) de la variable complexa x = x1 + ix2 

que es redueix a u + iv en l'arc de corba donat. Severi 
observa que aquesta funció es pot construir fàcilment 
sense necessitat d'acudir a teoremes d'existència en 
equacions diferencials, car n'hi ha prou amb considerar 
la S, de x1 i x1 complexes, en el pla real de les quals es 
troba l'arc de corba. En aquest S, es fa el canvi de va­
riable definit per x = x1 + ix2, i = x1 - ix1; en la 
imatge de l'arc donat i en la seva perllongació, i serà 
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funció analítica de x. Portat aquest valor de i en 

u ( x-; i)+ iv ( x-; i), la convertirà en una funci6 

de x, holomorfa, que sobre l'arc l té el valor u(x1) + iv(.~1) 

prefixat. 
En portar aquestes consideracions al cas de r i el 

seu contorn de tres dimensions A, hi ha una petita com­
plicació que es tradueix així : En A les coordenades es 
suposaran funcions holomorfes de tres paràmetres locals, 
i els punts simples. Sigui P un d'aquests. En S, les 
coordenades són, vg., x1, x1, y1, y1 essent reals les quatre. 
Però aquest espai, perllongat al complex, es pot consi­
derar en l'espai real 58, on s'admeten valors complexes 
a x1, x1 , y1, y1. En aquest 58, A s'haurà perllongat segons 
una varietat A' de sis dimensions reals i respondrà a 
una equació en coordenades complexes 

Si s'efectua en 58 l'homografia 

la 8 anterior es convertirà en 9(x, y, i, y), en què, per 
ésser P un punt simple, al voltant de la seva imatge 

' à aa . d à . l - è ' en A no ser zero ay 1 es po r iso ar y com a s r1e 

de potències de x, i, y. D'altra banda, sigui u + iv la 
funció donada sobre els punts (x1, x1, y1, y1) de la A. 
original. Amb l'homografia indicada es converteix en 
funció de x, i, y, y, i, sobre la li', en funció holomorfa 
de x, i, y. No resulta, doncs, funció holomorfa de (x, y) 
com ho era de x en el cas anterior, llevat que la seva 
derivada respecte a i sigui zero en A'. És a dir, al voltant 
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de P, anomenat F(x, y, i) el resultat de substituir, en 
la funció donada u + iv en A, en lloc de· x1, x1, y1, y1 

llurs valors en funció de x, x, y, y, i de portar-hi el valor 
de y tret de l'equació de !l.', ha de realitzar-se 

aF 
--=O ax 

condició que no es troba en el cas de Cauchy referit 
abans i que, precisament, és la condició de biharmoni­
citat. Però com que el primer membre de la condició 
anterior és desenrotllable en sèrie de potències al voltant 
de P, per a la seva anul·lació n'hi ha prou que sigui nul·la 
a l'entorn real de P, és a dir, sobre l'entorn de Pen ~. 
Separant en la condició anterior la part real de la ima­
ginària, resten dues equacions lineals del primer ordre 
en u i v, que expressen la condició que u i v siguin sec­
cions de dues funcions biharmòniques associades a l'en­
torn de A. Aquestes condicions són de la forma 

essent A1 i A8 operadors lineals i homogenis. La con­
dició d'integrabilitat de les darreres condueix a les K1 = 
= K 8 = o, que resulten així necessàries i suficients 
perquè u pugui ésser secció d'una funció biharmònica en 
un entorn de P. Per a cada P es determina així una 
funció i les diverses funcions són perllongació una de 
l'altra al llarg de A, definint una U biharmònica en 
un entorn de A. Es èonstrueix l'associada V i, pel teo­
rema de Harlogs, la funció U + iV és perllongable ho­
lomorfa en tot .r. Si a és un hiperplanoide, no val 
l'anàlisi anterior, però s'arriba fàcilment a demostrar 
que, perquè u, donada en un tros d'hiperplanoide, sigui 

s 
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secció d'una funció biharmònica U, holomorfa en un 
entorn d'aquell tros, basta que u sigui harmònica sobre 
les superfícies caracteric;tiques que el constitueixen. 

Donat que la u ha de satisfer en A determinades 
condicions, sorgeix la pregunta de quins elements ar­
bitraris caldrà donar en u. La solució per al cas d'ésser 
A un hiperplanoide fou trobada per Se1.1eri: una funció 
biharmònica holomorfa ve determinada en un dels dos 
camps en què un hiperplanoide divideix l'espai, quan 
es dóna el seu valor al llarg d'una línia regular que talli 
en un punt cadascuna de les superfícies característiques 
de l'hiperplanoidc. 

En aquest ordre d'idees, Severi ha demostrat, en 
general, que si en A es dóna una línia regular, oberta 
o tancada, que satisfaci certes condicions de g~nericitat 
que, per abreujar, no especifiquem, U resta determi­
nà.da unívocament coneixent el valor de u i les seves dues 
primeres derivadE>.s. Aquest és un teorema d'unicitat; 
però resta oberta la qüestió de saber si val el corresponent 
teorema d'existència. 
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